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THÉORÈME. La somme P is valeurs de T,, = Cn ph q”, où m at 
compris entre up — ul, up + ul, p étant égal à m + n et au moins 
égal à dix, p et q des quantités or td telles que ? +q= = 1, PT, 


< aN ou ss SDS F , est supérieure à 


A 
f 


l 


= EE RSS M eV 
yT Gaa t 4 V 2r upg ary 


et a l'unité pour limite:quand u croît indéfiniment (*).. 


(*) Nous avons publié une esquisse de la présente démonstration dans les 
AKTEN DES FÜNFTEN INTÉRNATIONALEN KONGRESSES KATHOLISCHER GELEHRTEN ZU 
München von 24. bis 28. september 1900 (München, 1901, Herder und Co.) 
PP. 427 et 428. Laplace (Théorie analytique des probabilités, Livre II, n° 16, 
-pp. 275-284 de la troisième édition) donne des limites plus rapprochées que les. 
nôtres, mais il n’a pas vraiment évalué les termes qu’il néglige. Il se contente de 
dire (p. 279) : “ Il serait facile, par l'analyse précédente, d'avoir égard aux termes 
de l'ordre z et des ordrés un à eh . En réalité, ce n'est pas du tout facile. ? 
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1. Formules analytiques employées dans la démonstration. I. Si a 
est une quantité positive inférieure à l'unité, on a 


Mo (++ TH. 
; 2 3 4 
D —lg0-9=i +5 +5 +I + 


On déduit de (1), (2), 
2 
6) lg(+a4>a—5=3+30—09>p 
2 2 
= lgü—a<a tgl tata +.) aty: 
Enfin, quel que soit a, 0 étant compris entre 0 et 1, 


2 
(5) a e a a E? 


IL. Si N est un nombre entier, on a, d’après la formule de 
Stirling, sous sa forme élémentaire, 


(6) 1.2.3... N >V2rN N'e”, 
(7) 1.2.3... N < VarN N'e "tm, 


II. En faisant t — z, on trouve aisément que 


| EMELI WP MR ILES AT LE E T, 
(8) fe tdt =g | esta = gr (3) = avr 

IV. Si 2, est une fonction de æ décroissante depuis x = 0 
jusque x = N + 1, N étant entier, on a évidemment 


(9) Zo #2 + e + 2x >|f Za dx. 
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= 3 — 
: 2 E. f; 
V. Enfin, puisque 973, M FA de sr 
1 
(10) Marie up = ug > 2, 
même sans supposer u au moins égal à 10. 


2. On a 


1 1 W m —m—$ n -n-į 
pelle te G 
V27 upq [ Gu pq. j up ng 


En effet, d’après les inégalités (6) et (7), 


ce 1.2. 0u 5, \/27 u ul e-Uu 
Jy 9 BI AUS EE D ak SSO 

u 1.2 TE [E T Var m m” e™ Var nn" e-". palata) 
ou 

1 1 

c” 
u = on u oO ok es 
m u 
Par suite, 
Tà Cp" g" De —— e a 3 


JEF upg E i E i 
ug 


Mais, d’après (5), on a 


u 
ak u 
Nmn — . 
à RA 19mn 


Nous pouvons donc écrire 


1 
Lg 5 -a — ah i 
V'27 upg (1 = tm 
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Le produit mn des deux quantités m et n, dont la somme est la 
constante u, est d'autant plus petit que m — n ou n — m est plus 
grand. La valeur la plus petite de mn correspondra donc à l’une ou 
l'autre des valeurs extrêmes que peuvent prendre m et n, savoir, 
au plus, up + ul, up — ul pour m, ug — ul, ug + ul pour n. Or 


(up + u) (ug — ni) = vè [pg — (p — DIE), 
(up — ul) (uq + ul) = K? [pg + (p — 4) l — t). 
` Le produit 12mn est dòne égal ou supérieur à 
12 (up + ul) (ug — ul) = 12° (p +1) (Q= 0. 
Le produit 12 (p +7) (9 — 1) est aussi d'autant plus petit que 


la différence p — q + 2l entre les deux facteurs p + l, q —1 
est plus grande. Or, la plus grande valeur que puisse prendre Z est 


31 Par suite, 


r 1 
12 (p+) 4—)= 12(p+31)( 32) 
w 3 (1 +p)4 = 3: 2p. q = 6pq. 


On a donc 


et enfin 


1 ; 
Te > = (1 -a)i 
V 27 upq Gupq 
8. Ona typ41 < tup ou. 1. En effet, posons, en général, 


Er 


EA 
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Si l’on fait 
m = up + z, n = pg — 1; 


ona 


e(o tet ioli) + (=D) 


Pour æ = 1, on trouve 


Ses (up +3) 1081 +3) + (us —3)re(s FS 


et, d’après les inégalités (3) et (4), 


3\ /1 Fiy DAA Te 
0) Ge m) -ea at a) 
up  2p’p 2) | ug WES 
3 1 pa QE m) 
1 
= Í — a ee c — 
+ aup 2up  4up° HERS Tag 1) gug 1) 


ja 4 up? > Aug (ug — 1) 
Aei a) ta b ran]: 
— gup up Au [p q(ug —1) 


D’après (10), up est supérieur à 1, et 1 - es À. est positi On a 
aussi Hp 


soap a Á” — 


En effet, d’après (10) encore, ug — 1 est positif. La précédent 
inégalité peut donc s’écrire successivement 


re 0 si P à 


MEF 
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MER pera 
ce qui est conforme à l’une des hypothèses de Pénoncé du 
théorème. 

On a donc 


u, > 0, ee ou tup+1 < up’ 


4. La fonction t,,}, a un seul maximum, soit pour x = 0, 
soit pour une valeur comprise entre x = 0 et x = p. De l'égalité 


s= (tt) + (Den) 


on déduit, par dérivation, 
1 1 1 
= lo (1 Z)— io (1-4) or a- =) 
Ep) + 3e © np 


1 tia 1 igi 
= me T = ee — — — Š 
Er: she sf +) 


m 


Si æ est positif, même pour z — ul et 39 2 (ug — x) 


= 2uq — uq = pq est égal ou supérieur à 2; donc u” est une 
quantité mae Si x est négatif, même pour sa valeur extrême, 
es ee g 2 (up + x) = 2up — uq est égal ou supé- 
rieur à up, lui-même égal ou supérieur à 2 d’après (10); donc 
u" est encore une quantité positive. Par suite, w' est une fonction 
croissante. 

Si p = q = 1, pour v = 0, u' = 0; w, qui croît sans cesse, 
passe donc du négatif au positif pour z = 0; u a son minimum en 


æ—0, et lup — €" a sa valeur maxima, savoir 1, aussi pour 
DSO, 
Si p est supérieur à q, on a, pour z = 0, 
AE Taa, 1 
É == = — —_— 
2\up. ug 
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Pour x = p, on trouve après quelques transformations, 
1 1 1 1 
en (th) tiaa 
(Fur) *3wtr ww? 
Donc, d’après (3), 


A. | (Ex 2 ES 
UP+?  ug—p 2 up +p 


2 ug —p 
Ainsi w’ passe du négatif au pms quand x varie de 0 à p; u a 


donc un minimum et 4,4, = €", un maximum pour une valeur 
X de x comprise entre 0 et p. 


REMARQUE (*). La valeur maxima de t, est inférieure à à Ve, 
supérieure à 1, quand p est > q. En effet, sie valeur minima de w, 
correspondant à x = X, s’obtiendrait en éliminant X entre les 


relations 
Uminima ~ (up Sin X + 5) log (1 + a) 
2 up 


“ages oio 
= log SE Š — log (1-ž 


1 
3 re i a) 


L’élimination complète est impraticable, mais en éliminant 
X d mine 
log | 1 — ig entre les équations, il vient 


+ 


3 
minima 1)1 1 — 
u (up + ) log ( To 


a-t +a) Gaer — 


> — au 2 +3) (x — FFI)’ 


(*) La démonstration du théorème de Bernoulli ne repose nullement sur 
cette remarque curieuse, mais, comme on le voit, assez difficile à démontrer. 
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Je dis que l'on a 


METRE NEIL RPMES 
C de 3) G —X up+ x) ji 
En effet, cette inégalité, après quelques transformations, devient 
up + AugX + 2X (1 — X) < W + uq. 


Ona u? = 1, ou ug? wa +a,a étant positif ou nul; X < p 
a pour conséquence 4uqX < 4upq'< 4u. + 7 0V h, et, par suite, 
LugX —u.— $, $ étant positif; X (1 n iy est inférieure à I ou 


de la forme i — y, y étant positif. L’inégalité à vérifier peut 


s'écrire | 
up + u p + À — 2r < oui + a) + ng, 
c'est-à-dire | | 
LC dug + Bu + BE 2 
Mais on a, d'après la formule (10), ug = 2: Donc l'inégalité devient 
Ste fast 2pa + B + 2y, 


laquelle est évidente. 


Il en résulte. Men la valeur minima de u surpasse — à la 


valeur maxima de — u est inférieure à TE et, par suite, celle de 


tpa est inférieure à \/e. 
Dans le cas actuel où uest>q, elle surpasse d’ailleurs 4, ou 1, 
puisque X n’est pes nul. 


He ae 


PEF yen 


5. Transformation de la somme des tm et des Tm Si up est 
entier, les valeurs de m à considérer dans P = ST,, sont, E(x) 
désignant le plus grand entier contenu dans x, 


up + 1, up + 2, rert F, ] up + E(u?) a 


up et 
up — 1, up — 2 -, up — E(u) | 


Dans ce cas, 


=E (ul) E (u?) 
Stm SR tup + S, [tunte F tup— sl > ci L'up+e © tup—xl- 


Si up nest pas entier, il y aura entre up et up + 1 un seul 
entier r. On aura 


t, > tup +1» 


puisque la fonction tape a sa valeur minima, pour v = 1; dans 
l'intervalle de x = 0, à x = 1, d’après les n°° 3 et 4. 
On devra donc donner à m les valeurs 


r+1, r +9, r +3, etc. 


r et 
i r— 1, r— 2, r — 3, etc. 


comprises entre up — ul, up + ul. ' 
La fonction t,, décroît de part et d’autre à partir de sa valeur 
maxima comprise entre tup €t tuppi donc 


tn tip—1' t, > tapis 
l,_9 > tup— 2 t41 = Éup+-2 € 
LATE bip—3; etc. ty+9 > tip 3! etc. 
Par suite, la somme de tous les t, à ns «mme sera supérieure à 
æ=E(W) `. 


S F (gs à ar faa]: 


æ=1 


On a donc'aussi 


E e So a ce à 


Mi: NET > teno 
1 Lure re 
í qe +] Var upg <S 5, lte + ee Po 
NS 
«CT qA 
PA A 
KE a 
w aN 
© K 


Le fes 
6. Transformation de la dernière somme. Posons 


Ya = tuppe X tup- z- 


La moyenne arithmétique de deux quantités est supérieure ou 
égale à leur moyenne géométrique (*). On a donc 


tupe + tup—e > Yz» 


1 2 æ=E (ul) 
P>(1—-=—) === S Ei 
ji ( Gupg) Vanupg +1 I 


Soit 
ya qs es 


de sorte que 
1 z 1 æ 
o=(up+e+3)log(1 + E)+ (un rt Eiog(1 2) 
+( +e+g)le (+2)+( +5) (-£ 
ug 3 } "98 ug ug 3 }'08 ug 
On trouve, en dérivant deux fois par rapport à x, 
à 1 1 1 

(ele 5) + (rt) 
ý oz ( ap) EU) Faite — 


raqri) ah- =) 


Rte alt ENPE R, ES Le 721 
mir  Oup—zx 2(up+x) 2 (up —x) 
1 1 1 1 1 1 


Care ae apta a aT 


(*) Nous avons déjà fait connaître cette transformation dans les ANNALES DE 
LA SOCIÉTÉ SCIENTIFIQUE DE BruxeLLes, 1892, t. XVI, 1"° partie, pp. 85-87, ou 
dans nos Mélanges mathématiques (1883-1898), pp. 79-80. 
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A T 


La dérivée v” est inférieure au second membre où l’on ne laisse 
que les termes positifs. On a donc 


n 1 1 1 T 
4 < ipta t Up — x + TEE uq — x 
2up 2ug 
upe — 2° Te pège — x? 
Or 
2u 2 1 Z 
— 5 
2 2q? r 
M EST QUES rpg 
Er tpp a + a 


Puisque «v a tout au plus la valeur ul égale ou inférieure à = - 5 HP, 


2 
de sorte que ip est égale ou inférieure à 2 on a 


2up <£ AT re + | Que 
Er bé lus Du ET D 


p?p? — er nt 


De même, 
Qu 3.9 S ys 
ppe © pg t3 pg 
Par suite, 
2 Hi). 2 8 x? (p° + @) 
y Heti pp + Bug jo a pe 


et, puisque p? + g° est inférieur à (p + q)? = 1, 
2 E 
m Sup 
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— D — 


On déduit de là, en intégrant deux fois de 0 à x, 
8 æ 2 x! 
“De Tr? upg’ ba E g 9 upg” 
puis, 
Mop d SRE 


v æ 1 æ 


Ys = e 2 > e Mupg 9 ppg» 


et, d’après (5), 


Yz > Lx 
si l’on pose 


x? 1 
ste in ee st I 
2 e 2upq (1 5 rs 


“Si l'on introduit Z» à la place de y, dans l'inégalité relative à P 
donnée au début de ce numéro, elle devient 


1 2 æ=ul 
P > (1 — — | — Zare 
Gupg) Vanu >, - 


Pour z = 0, 2% = 1; pour + croissant, z, décroît. On a donc, 
d’après la formule (9), en observant d’ailleurs que E(u?) + 1 
surpasse ul, 


Per." € (ul) +1 - Suis 
D + Sz, > fa dx > f zede, 
æ=1 


0 0 


Donc enfin 
ul 


EN tue 5} 
Supay V2 upg |} 
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sages 
7. Première estimation de la limite inférieure de P. On a 
ul ul 1 
[ad = f am (1 — 5 maa) de 


0 


ul æ? 1 ka a? qt 
-3> 1(-<— 
E3 f e ?upg dx — 5 | e 2upq pq dx. 


2 
2i ý AE ou D Tu 
2pq 


La première intégrale du second membre de la dernière égalité 


deviendra 


sf 28 
V'2upq fe dt. 
0 


La seconde prendra la forme 
NET] fer t dt, 


et est égale, d’après la formule (8), à 


ss 


1 V2r upg 
Jupa = x 
= Va gr = 7 6 pq 
Donc enfin 
ui t 281 
1 V2r upg 
zada > V2 fe io LÉ meet 5% A 
| x > Vaupq ipg 
Il en résulte, pour P, d’après la dernière formule du n° 6, la 
relation 
ur À Tea é me QUE 5 pe ah SEM à 
P > [1 saf | —— €-i dt — — A i |, 
6upgl l Vr J i 3upg  V2rupg | 
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ET: a 


et, à fortiori, 


2 fe" fe f? 1 2 
Sos Le le e RS ML + 
Va J 6upg yr J 3upg V2 upg 


Or, ona 
d g w Et 
n dt < LS f DE et À 
yr 0 0 
Donc enfin, 
1 1 2 
e> f et EDE PSE SE. 
) 6upq 3upq Van upg upq i 
ou 
P Arty k 3 
> D e m — — 
Á | f 2upg  V2r upg 


0 


8. Seconde estimation de la limite inférieure de P. Si u est au 
moins égal à 10, on a 


1 1 
a <, 1a 
2upq ` V2r upa 
En effet, cette inégalité équivaut à la suivante : 
Tt < 2upq. 


Or, d’après (10), ug = 2 + d, ò étant positif ou nul, p = 1 — q 
= 1 — . Par suite, l'inégalité à vérifier devient 


r<2(+ (1 -2D L gu ZE 12E), 


Le produit du second membre est minimum quand les deux 
derniers facteurs diffèrent le plus possible. La différence entre ces 
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LL 
2+5 
u 


deux facteurs est 1 — 2 


dont la valeur maxima correspond 


à d — 0, Alors q= p=1— f, et l’on a 


2 
Qupqa — 4(1—<). 
upg ( z) 


Cette dernière expression, pour u = 10 (hypothèse dont nous 
ne nous servons qu'ici) a une valeur égale ou supérieure à 


4[1 — 10) °* 3 5° donc supérieure à mt. On a donc 
1 1 
„e < er: — y 
2upg` \2nupq 
et, par suite, la dernière inégalité du n° précédent donne 


2 ro 2 
P > — l e dt — > 
Vr J V2upq 


9. Théorème de Jacques Bernoulli. On a évidemment 
P<(p+9" = 1. 


Pour u croissant indéfiniment, T croît aussi indéfiniment; on 
déduit des inégalités 


2 =È 3 
1>P> fe UE 
VT Jo V2upg 


pour u = 0, 


1 2 | 2# 
lim P = — e dt = il 
Vr Ji 


c’est-à-dire le théorème de Jacques Bernoulli. ` 
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= 40" 


Note sur la valeur approchée de tup + 


Dans les traités de Calcul des probabilités, on admet que l’on a 
très approximativement, pour de grandes valeurs de p, 


tipte = lup—e = 


Nous allons chercher une limite supérieure et une limite infé- 
rieure de ces expressions afin de voir jusqu’à quel point est justi- 
fiée l'approximation dont il vient d’être question. 


=; ds 
I. Limites de (1 — z) , (1 + z) . Les valeurs extrêmes 


do t, z sont 0 et 5 cette dernière valeur correspondant au 
cas où 2x = p = q = 21. Cherchons quelle valeur on peut don- 
ner à j et k dans la double égalité 

Yet LdTtE 1 Le 


e, quantité inférieure ou égale à £ représentant NT ea 
2 up Hg 


La première inégalité devient successivement 
1 Z (1+9(—2jet Pe) = 1 H e (1 tgi H Pe 
0 Z1 — 2j + jet 2 +j) HPE = 1 2j je (2 — j jo 


On voit d'abord que j ne peut surpasser 3 La valeur minima 


du second membre, pour une valeur donnée de j, correspond à 
la valeur maxima de je(2 — f — je), laquelle s'obtient en don- 


nant à € sa valeur maxima ;. L'inégalité devient alors 


- liées smod : I criBeétas 
0o21 2j 5j (2473) = 1 3+ F 


pr : 
On peut supposer j = gr ou-même un peu plus grand. 


http://rcin.org.pl 


Te 
La seconde inégalité devient de même 


1 


VI 


(4 + 6) (1 — ke} = 1 + € (1 — 2k) + e (— 2k +R) ke, 
0 = 1 — 2k — ke (2 — k — ke). 

Si l’on fait k = l'inégalité est vérifiée pour toutes les valeurs 

de e de 0 à e pour k< A l'inégalité n’est plus vérifiée quand e 


est très petit. La valeur k —; est donc la plus petite que l’on 
puisse donner à k. 
- Nous écrirons donc 


lt pres avi E 1 
lu. HE > (1+6) Tio 3 
F aa AN i 1a 
1—5; 51 Z) 31 — :—, 
3 up Arg 2 up 
1% IN = 1 
PONS AE £, Lo + 
LL Su ira T 2 ug 


Il. Limites de (1 — Zy’ aie *. On trouve, de même, 
up uq. 


par les calculs élémentaires que nous supprimons. pour abréger, 


Leke S(r! AD 


6 æ = MN SE — 1 x 
1 z— = |1—— Si she E 
E Sup ( up, | Sup” 
LA RE Nt Tr 
1r e |) ETAT 23 
Tang ( A 2 ug 


IL. Limites de w, = (up + x) log (1 -= z) + (up — x). 
2 
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ur 
log (1 — z), x étant nul ou positif. On trouve, pour les dérivées 
première et seconde de w, , 


Ea ni ta) Le log (1), 


sir ERA one 


Or 
Ep TRR cer 
up + x Pit up up  up(up + x) 


mp ep t epr pF) 

Mais up + x est compris entre up et up + ~ up; donc 
1 mil £ g? 

pe up Ep Ep 


PPS Nr UE 
up+æ up up 3 up 


De même, 


1 1 z rý 
qe” pyt eet ep CIE 
L'expression ug — x est comprise entre ug — à iw et ug; done 
1 1 £ s? 
TE A CE ARE 
ns < pg e t pg? 
1 wng æ a? 
uz” ag + u?g? * u°q° 


De ces diverses inégalités, on tire 


ur SE £ 
Wi < up — Te we a+ Gt a ug ; S3 
1 
upq } ap (p — q) + map 2P + à) 
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, 1 Ka 
sa iep men + 8 je + je + + rp 
= i tam e- aa +e). 


On déduit de là, en intégrant deux fois de 0 à x, w, et w, étant 
nuls pour x = 0, 


LA 8 3). 
<a F ser É e=-0 Tup% (2p° + 4°); 


gt 2 
> i= + mn Gr + Taupe G LS T : 
IV. Limites de w, = (up — x) log (1 — Z) + (uq + x). 


log | 1 + = , % étant positif. On trouve de même, en changeant 


p en q et q en p, dans les calculs précédents, 


x 24 
< Jup — marO- M AR aa. 


a? 
w: > apg — Pr CAT AEE mer GP Fe). 


V. Limites de t,} 2; tup—s. On a d’abord 


BAT TIRS: x \— 
t „= (1 — 1— 2 
Hp ( i i ST 


up ug 
Par suite, d’après I, II, II, 


D æ\ 

EnS B E 

raat, 3 Foih tg Hg) 
- pp (p— 9) — mer G +50) 


AN AE 12 


CU Rec (2p° + 9°), 


x? 
x e  2upq 


xe ur 6u = 
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De même, 


=y Fami fi u 
m .—(1-£ Oa 
y + ag) 


samaa a 


Par conséquent, d’après I, I, IV, 


xt 2 
x e mp4 E, a (P— 9) — Tappi Gr +a) 


PEt) ai 


+ app O-O = a (0 200 | 


UC Fr °p°q 


VI. Conclusion. On voit d’après ces calculs combien il est diffi- 
cile de justifier la formule classique 


gå 
tup+e — €  2upg: 


Pour qu’elle soit admissible, il faut supposer : 1° Es i très petits 
comparés à l’unité, c’est-à-dire que 5, ’ soient des fractions très 
petites puisque x peut prendre la valeur extrême ul; PE ja doit 
être très petit comparé à ou —- comparé à 1, or 


) upg upq 
que 74 doit aussi être une fraction très petite. 


En résumé, comme la seconde condition implique la première, 
on doit supposer / très petit par rapport à pq. 
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Sur une intégrale considérée en calcul des probabilités 


On peut trouver une valeur approchée de l'expression 


Dpt 
Pr f 2" (1 — 2)" dz : feu — 2)” dz, 

or 0 

u 


de la manière suivante. Posons pour abréger, 


SDL 
ue 
puis, faisons dans la première intégrale, 
1—2—=q—x. 


2=p+x, 


Cette intégrale deviendra 


+ +t m n 
[otage de = pe | (1+8) (15) dr 
=æ —l 


Pour fixer les idées, nous supposons / tout au plus égal à la 
moitié de q et p égal ou supérieur à q. 
On a, comme on sait, 


ROSE TER) 
sayt CS) 


mrig que log (1 — =). qua log (1 à) - 


Or, si a est inférieur à l’unité, 
: E 
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Donc 
ta sai x? lòbi a? 
g HP log (1 -5) + 3H log (1 =) 
surpasse 
ej-i- at a] 
3 ER aa ET 2 PT D ai 
P op(1 8) Papa) 
E DA uzt UD ur 
PO WP(P—-r) 2% ai Ps 
PRAD ug? in uzt | 1 T 1 
2q  & ip ge meza 
Ona 
1 1 À 
PE T GE — 2°) 
P+g—s 1 


= uA A ae Ae 


Par conséquent, on a 


2\m n ue (to Dr 2e a 
(1-3) (1 -3) >e E PE 4pq (n° — TEA Eala) 


et, puisque e7 “ 


i ur? - 
vt- ue) Gi SPLA G- m5) 


Il en résulte que l’on a 


est > 1 — q, 


Free 4 
mn e 2pq ga APAL +) dx 
E f iz ( analgin) C—O 


$ z™ (1 — 2)" dz 
0 
L'intégrale eulérienne du dénominateur est égale à 


COn+1)T(n+1) 123..m Lun 1 


TU +2 LES Mer ri 
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HE = 


Posons dans l'intégrale du numérateur, 


UT? nayi rs TAA 
apg T FR j 


elle deviendra 


y2 fe dt (1 CA ee a ) 
u Ce u — E) (9° — À) 


supérieure à 


2pq fe j2pq pq Le 
Va Vues ) 7" #4 


Or, en faisant t = Vu, on trouve 


+œ tœ% B 3 5 5 3 1 15 
= = u g = _ = =. = - | = — 
(ir P t dt al e u “du r 3) 3'3 r ( 


+ 
—® 


On a donc enfin 


PTEs mian t y 2hpq 
ef Bu Le si 10.0 Ve. 4 
4 n-e- e) 


Au moyen de la formule de Stirling, on prouve assez facilement 
Pinégalité suivante : 


1 2 3 WU > 1 (1 1g 1 f; 
23m. 12n l © inap BEEN) 


Le facteur qui précède la parenthèse dans l'inégalité relative à P, 
est donc supérieur à 


ES du fqtes 1 
f 12u (p +1) (9 — zj 
Vr 12u (p+) (q +9] 
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"+, TNE 


On a donc 


Ps le ta 
di 


te $ — 1 15pq 
Vr fe g: 12u (p+) -) mM- BAEP 


S e MTS 
frac feras, 
0 


12 (p+) (4—1) > 12(p+31)( =31)=30+p)4> êp, 


(p*—0) (@ — 0) > (P ~3”)(e J5 19) m ppe. 


Par suite, 


pry 1 15pq. 16 
Pss t E pq 
4 f $ öupq 4u. 9 PP 
9 Le 
metal LL ER A 
Vm y bupq 3upq 
Comme 
1 20 41 
cpu alt 


est inférieur à 7, on a enfin 


P> 2 
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